Método Resuelve Rapido™ Médulo 1 - Limites y continuidad

PLANTILLA DE RESOLUCION DE PROBLEMAS
Demostrar o refutar una afirmacion general sobre limites o
continuidad
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Matematicas - Calculo Diferencial - Médulo 1 Limites y continuidad (arquetipo del médulo)

QUE EVALUA ESTE ARQUETIPO
Que el estudiante decida si una afirmacion general (sin una funcién concreta) es verdadera, y la demuestre con
la definicién o con teoremas ya probados, o la refute con un contraejemplo.

@ Ppista e Frontera I\ Cuidado 49 Clave [ Control _|Conexi()n

F €, RECONOCE - Identificacién del Problema

Reconocer el arquetipo antes de calcular - ;Qué tipo de problema es este?

Este tipo de problema suele aparecer cuando el enunciado habla de funciones cualesquiera —«si lim £ (x)

xX—a
existe y..., entonces...», «;es cierto que...?», verdadero o falso— y no da ninguna féormula. Aqui se espera que
decidas si la afirmacion es verdadera; si lo es, que la demuestres con la definiciéon £€-6 o con teoremas ya
probados; si no, que la refutes con un contraejemplo sencillo. Ejemplo minimo: «si f y g son continuas en a,
entonces f+g es continua en a».

@ Pista: El enunciado habla de fy g generales, sin formula: «si..., entonces...», «<demuestra que», «;verdadero
o falso?».

@ Pista: Se trata de una propiedad: unicidad del limite, leyes de los limites, conservacion del signo, continuidad
de | f | ode f+g, una caracterizacion.

@ Frontera: Sihay una funcién concreta y se pide demostrar su limite, NO es este arquetipo — ve a «Demostrar
un limite con la definicion formal (-6, e-N o M-86)» (1.5-T1).

@ Frontera: Si se pide demostrar que el limite de una funcién concreta no existe, NO es este arquetipo — ve a
«Demostrar que un limite no existe» (1-T1).

@ Frontera: Sise pregunta si se cumplen las hipétesis del TVI o qué garantiza en una situacién dada, NO es este
arquetipo — ve a «Justificar si se cumplen las hipotesis del Teorema del Valor Intermedio» (1-T2).

J Conexion: Usa la definicion £-6 (1.5-T1), las leyes de los limites (tema 1.3) y la definicién de continuidad
(tema 1.8).

F U ORGANIZA - Datos Iniciales

Leer activamente y organizar la informacion - ;Qué tengo y qué me piden?

Elemento del problema Notacion Valor, expresion o condicion

Hipotesis —

Tesis —

Decision — [0 Verdadera — demostrar [ Falsa = contraejemplo

[ Definicion €-6 [ Leyes o teoremas [

H ient — . .
erramienta Desigualdad triangular

¢{Qué se pide? [J Demostracion [ Contraejemplo [ Verdadero o falso, justificado
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Representacion
[Si aplica: grdfica, diagrama,

tabla, esquema...]

%]

. . . 1 1
[J Control: ;Probaste la afirmacion con dos o tres funciones sencillas (una constante, x, —, —) antes de decidir?
X X

JSi [JNo

ACTIVA - Férmulas o Conceptos Clave

Activar solo la teoria necesaria - ;Qué herramientas necesito?

Concepto y formula Aplicacion aqui

Definicion €-0 Base de las demostraciones.
Ve>036>0:0<|x-al<6=|f(x)-L|<e

Desigualdad triangular Separa errores y compara valores absolutos.
Jusvlsful+[v]y [Jul-|v]|s|u-v|

Recurso £/2 Combina dos limites.

Si |f(X)—L|<§ y |g(X)—M|<§, entonces

|f (x)+g(x)-(L+M)|<e

Contraejemplos tutiles Refutan afirmaciones falsas.

]

1
— (salto); " (no acotada); sen
X

(oscila); 1

en racionalesy O en irracionales

I (=] Conexién: Ficha tedrica: temas 1.3, 1.5y 1.8.

F ) RESUELVE - Resolucion Paso a Paso

Seguir un camino vdlido para cualquier version - ;Qué hago y en qué orden?
A - ANALISIS (BORRADOR)
1. Escribe la hipotesis y la tesis, y prueba la afirmacién con funciones sencillas.
2. Decide si es verdadera o falsa.

I\ Cuidado: Un ejemplo que cumple la afirmacién no la demuestra; en cambio, un solo contraejemplo
basta para refutarla.

B - CONSTRUCCION DE LA PRUEBA

3. Si es verdadera, demuéstrala con la definicién o con teoremas ya probados; si es falsa, construye el
contraejemplo y comprueba que cumple la hipdtesis y no la tesis.

~ Clave: Una afirmacion general se demuestra para todas las funciones que cumplen la hipétesis, o se
refuta con un caso concreto: primero decide cudl de los dos caminos tomar.
C - REVISION

4. Revisa que usaste todas las hipétesis (o que el contraejemplo las cumple todas).
I [J Control: ;Cada paso esta justificado por una definicion, un teorema o una desigualdad?

5. Concluye: «la afirmacion es verdadera (falsa) porque...».
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F COMPRUEBA - Verificacién Final

Comprobar por caminos independientes - ;Tiene sentido lo que obtuve?
;Separaste hipotesis y tesis?

¢Probaste casos sencillos antes de decidir?

¢La demostracién vale para todas las funciones de la hipotesis?

¢El contraejemplo cumple la hipétesis y falla la tesis?

O O O 0o O

¢Concluiste con una frase?

p . RECUERDA - Tip Final del Profesor

Fijar la clave del arquetipo - ;Qué no debo olvidar?

% Ante una afirmacion general: prueba primero con ejemplos sencillos; si resiste,

demueéstrala; si falla, un contraejemplo basta.

Transferir el arquetipo a casos nuevos - ;Puedo hacerlo solo en otro caso?

F '\ PRACTICA - Practica Aplicada - 5 versiones

Version 1 ¢Verdadero o falso? Si 11m [f (x)+g(x)] existe, entonces existen 11m fx) ylimg (x)
Verdadero o falso x—a

Versién 2 Demuestra que si hmf (x)=L y lim f(x (x)=M ,entonces L=M.

Unicidad x—a

EDEE Demuestra que si 10 f (x)=L entonces lim |f (x)|=l2], ¢Es cierto el reciproco?

Valor absoluto x—a x—a

Version 4 Demuestra que si f es continua enay f(a)>0, entonces f(x)>0 en algtn intervalo abierto
C.onservacio'n del que contiene a a.

signo

xe,“ié“i * Demuestra que si lim f(x)=0 y |g(x)|sM cerca de a (con M>0), entonces
as exigente x—a

lim f (x)g(x)=0_ Usalo para calcular lim x sen 1
x—a x—0

CLAVE DE RESPUESTAS

| Ly g(x)=-2

X

IL-MI
2

|L—M|S|L—f(x)|+|f(x)—M|<26=|L—M|:contradiccién.

1. Falso: con f( x ena=0, f+g=0 tiene limite, peroni f ni g lo tienen.

2. SiL#M,toma = . Con el menor de los dos &, para O<|x—a|<5 se tiene

3. Hf(x)|—|LHs|f(x)—L|<£ con el mismo &. El reciproco es falso en general (si vale si L=0): con f(x)="—,

X
| |—1 1, pero llmMno existe.
x—=0 X
4. Con Ezf(;) existe §>0 tal que, si [x—a|<6, entoncesf(x)>f(a)_f(za):f(za)ﬂ).
5. [f(x)g(x)|=M|f (x)<esi |f(X)|<§'Conf(X)=Xyg(X):Sen % | g(x)|<1: el limite es 0.
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